Najstynniejsza funkcja swiata

Zanim oddalimy si¢ od tytutu tego opracowania ,zeby potem do niego wroci¢, kilka
stow wstgpu. Funkcja dzeta Riemanna jest bohaterka najstawniejszego i najwigkszego
obecnie, nierozwiazanego problemu matematyki, tzw. hipotezy Riemanna. Funkcja ta opisana

jest ponizszym réwnaniem,
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Hipoteza mowi, ze wszystkie miejsca zerowe tej funkcji (oprocz tzw. przypadkéw
trywialnych o ktérych nieco pozniej) sa potozone na jednej prostej. No a gdziez mialyby by¢
potozone? — kto§ moze spyta¢ — Przeciez wszystkie liczby leza na jednej osi liczbowej. I w
tym wiasnie miejscu musimy odej$¢ od gtownej tematyki 1 zapoznaé si¢ z petnym zbiorem

liczb czyli ptaszczyzna liczbowa.

Plaszczyzna liczbowa (czyli cialo dwuwymiarowe) gromadzi w  sposob
uporzadkowany wszystkie liczby. Dla lepszego skojarzenia mozemy powiedzie¢, ze ta
plaszczyzna wyglada jak ptaski uktad wspotrzednych gdzie 0§ X to o$ liczb rzeczywistych, a
0§ Y to o$ liczb urojonych (ta nazwa historycznie pozostata w matematyce z okresu gdy
liczby urojone przebijaty si¢ do ludzkiej $wiadomos$ci chociaz matematyczna rzeczywisto$é
liczb urojonych jest doktadnie taka sama jak rzeczywistos¢ liczb rzeczywistych). Mamy wigc
dwie osie liczbowe potozone prostopadle wzgledem siebie. Catla resztg plaszczyzny
wypetniaja liczby, ktore sa sumami liczb rzeczywistych i1 urojonych. Oczywiscie kazda suma
jest liczba (np.: V2 +4/5 ) — nie musimy tej sumy zapisywac¢ w postaci ulamka dziesigtnego,
ta suma jest juz liczba, ktéra ma swoje konkretne potozenie na osi. Analogicznie suma 1+2i

tez jest liczba. I to w dodatku bardzo ciekawa liczba bo ,i” uzyte w jej zapisie jest

rowne +—1. W dalszym ciagu tego artykutlu sukcesywnie bedziemy burzy¢ szkolny

stereotyp, ze nie mozna wyciaga¢ pierwiastkow kwadratowych z liczb ujemnych.

Przyjecie do wiadomosci istnienia liczby, ktéra jest pierwiastkiem z minus jeden miato o
wiele dluzsza histori¢ niz pogodzenie si¢ z istnieniem V2. Otoz pitagorejczycy byli

zaskoczeni wlasnym odkryciem, ze przekatna kwadratu o boku jeden ma wiasnie taka dlugosé



niedajaca si¢ wyrazi¢ w postaci zadnego utamka liczb catkowitych. Na szczescie dla V2
wystarczy spojrze¢ na kwadrat z zaznaczona przekatna aby uswiadomi¢ sobie Ze ten
pierwiastek istnieje i nasz opor wewngtrzny nic tu nie wskora. Jest to jedno z pierwszych
potwierdzen dla platonskiego punktu widzenia matematyki jako obiektu absolutnego ktory
odkrywamy a nie tworzymy. Ze wzgledu miedzy innymi na fakty zawarte w dalszej czesci tej
pracy autor uwaza podobnie. Liczba ,,i”” pojawila si¢ w matematyce z powodu rozwazan nad
rébwnaniami trzeciego stopnia czyli tylko o stopien wyzszymi od réwnan kwadratowych

znanych ze szkoty.

rownanie trzeciego stopnia:

ax® +bx* +ex+d =0

W XVI wieku Cardano probowal podaé ogodlne rozwiazanie rdwnania trzeciego stopnia.
Czytelnik zapewne pamigta, ze rOwnanie stopnia drugiego ma swoja deltg 1 na jej podstawie
wyznacza si¢ rozwigzania. Cardano skupit si¢ na réwnaniu prostszym od podanego wyzej

mianowicie na;:
3 —
x’+bx =c

1 wyznaczyl dla tego roOwnania deltg. Za pomoca delty mégt obliczy¢ rozwiazania. Okazato
si¢ jednak, ze dla pewnych wartosci @ 1 b delta daje si¢ latwo obliczy¢, a dla innych
otrzymujemy pierwiastek kwadratowy z liczby ujemnej. W sumie nie jest to nic
zaskakujacego biorac pod uwage znany ze szkoty fakt, ze obliczajac pierwiastek z delty dla
roOwnania kwadratowego tez natykaliSmy si¢ na pierwiastki z wielkos$ci ujemnych. Réznica
jest jednak fundamentalna poniewaz dla réwnania kwadratowego taki przypadek oznaczat
brak rozwiazan a dla rownania trzeciego stopnia nie. Cardano podat przyktady rownan, w
ktoérych musial przerwac obliczenia po napotkaniu pierwiastka z liczby ujemnej, a nastepnie
zgadywal rozwiazanie podstawiajac za x konkretng warto§¢ 1 okazywalo sig, ze
lewa=prawej (!?). Dla matematyka metoda ,,zgaduj-zgaduli” jest cokolwiek deprymujaca
dlatego Bombelli zaproponowat, aby nie przejmowac si¢ liczba ujemna pod pierwiastkiem 1
kontynuowac¢ przeksztatcanie réwnania. Na skutek tych przeksztalcen kazdy taki przypadek

dato si¢ sprowadzi¢ do wygladajacego ,,normalnie” réwnania, w ktorym platata si¢ tylko

jedna dziwna rzecz — tzn. +—1. Tenze pierwiastek na koncu szczgsliwie ulegat



wyredukowaniu pozostawiajac czyste rozwiazanie. Czyli sprawa zatatwiona — ale czy do
konca? W swoich przeksztalceniach Bombelli postugiwat si¢ np. wytaczeniem liczby przed

pierwiastek korzystajac z tozsamosci:

Vab =va Wb

dla pierwiastka z minus 4 wygladato to nastepujaco:
J-4 = Ja01) =4 0J-1=24/-1

Po prawej stronie mamy iloczyn 2 i pierwiastka z ujemnej jedno$ci. Pamigtajac, ze mnozenie

to wielokrotne (w tym przypadku dwukrotne) dodawanie mozemy napisac:

V=4 =y=1+J-1 (1)

Suma dwdch nieistniejacych liczb daje inng nieistniejaca liczbg!

Caly ten galimatias nie byt dla matematykéw zbyt wygodny. J-1 byt traktowany jako
niechciany gos¢, ktorego mimo wszystko wpuszcza si¢ do domu, a potem wyrzuca z wielkim
hukiem 1 zadowoleniem, ze pozmywat gary i w dodatku mowi si¢ o nim, ze go nie ma i nigdy
nie byto. Ten klopotliwy (i troch¢ wstydliwy) problem sktonil czg§¢ matematykow do
zastanowienia sig¢ o co tu wtasciwie chodzi. Nowa rzeczywisto$¢ z platonskiego swiata powoli

zaczgla si¢ przebijac do ludzkiej swiadomosci.

Euler jako pierwszy zatozyl, Ze istnieje pewna liczba i (od lacinskiego imaginarius —

wymys$lona, wyobrazona), ktéra jest wynikiem pierwiastkowania jednosci ujemne;j czyli:
i=+-1

Samo jednak wprowadzenie symbolu niczego jeszcze nie zmienia. Dalej niewiele wiadomo o
tej dziwnej liczbie. By¢ moze dowiedzieliby$Smy si¢ czego$ wigcej sprawdzajac jak daleko od
zera jest ta liczba polozona. Mozna to sprawdzi¢ wyznaczajac modut (czyli warto$é

bezwzgledna tej liczby). W ujgcie geometrycznym modut daje nam informacj¢ wtasnie o



odlegtosci danej liczby od zera (np. liczby:-2 oraz 2 maja modut réwny 2 i obydwie sa

oddalone od zera o 2).

Zauwazmy, ze skoro i jest wynikiem pierwiastkowania minus jedynki to automatycznie:

Wstawmy teraz obie strony rownania pod modut:
=1
|

Jesli twierdzimy, ze i jest liczba to musi spetnia¢ tozsamos$¢, ktora spetnia kazda przyzwoita

liczba:
ja 06| = a] *[p]

Dla naszych rozwazan oznacza to, ze:

=l
jcki=|-
jicji=1

Dzielac obustronnie przez modut z i:

11
=
=

Powyzsze rownanie jest prawdziwe tylko dla |z| =1. Latwo to sprawdzi¢ podstawiajac za |z|

inne warto$ci.



Whiosek: Liczba i jest polozona w jednostkowej odleglosci od zera podobnie jak liczby 1

oraz -1, ale nie jest zadna z nich. Gdzie wigc jej szukac?

Z pomoca przychodzi nam réwnanie udowodnione przez Eulera. Dowdd niestety wymaga
znajomo$ci matematyki wyzszej a w szczegélnosci rozwijania funkcji w szeregi

nieskonczone.

e™ =cosx+isinx , dla dowolnego x.

Przytoczone rownanie zawiera oprocz liczby i takze liczbe e, ktore nalezy sig pare stow
wyjasnienia. Liczba e jest podstawa logarytméw naturalnych. Po prostu znany szeroko

logarytm dziesigtny (log,, x )staje si¢ logarytmem naturalnym (oznaczanym przez In) gdy w

podstawe wstawimy mu e:
log, x =Inx

Sama liczba e jest natomiast liczba niewymierna o nieskofnczonym i nieokresowym
rozwinigciu dziesi¢tnym (jest dodatkowo liczba przestgpna podobnie jak 72, ale nie bedziemy

si¢ tym tutaj zajmowac).
W przyblizeniu e = 2.718281828459.....

A doktadnie e jest granica podanego ponizej ciagu:

e=lim[1+1 ]

"o n

Nieprzypadkowo logarytmy oparte na liczbie e nazywane sa naturalnymi. Ich obecno$¢ w
naturze $wiata (i wszechswiata) jest powszechna. Tym samym powszechna jest obecnos¢
liczby e w matematycznych opisach zjawisk fizycznych i to praktycznie bez wzgledu na ich
rodzaj. Jest to bardzo wazna liczba w matematyce ktora ,nie wiedzie¢ czemu, natura bardzo

sobie ulubita. Po tej dygresji na temat liczby e wro¢my do wczesniejszego rownania Eulera.



e™ =cosx+isinx

Pokazane w tym roéwnaniu silne zwiazki trygonometryczne doprowadzily Gauss’a do
odnalezienia geometrycznej natury petnego zbioru liczb. Dla utrwalenia napiszmy jeszcze raz,
ze jest to plaszczyzna z dwiema prostopadlymi osiami, gdzie pozostate punkty ptaszczyzny

wypetniaja liczby, ktore sa sumami liczb rzeczywistych i urojonych (tzw. liczby zespolone).
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Dodatkowo rownanie Eulera bylo baza do wykazania, ze wszystkie liczby na pltaszczyznie
mozna pierwiastkowac, potegowac, logarytmowac itd. Zachodza wsrod nich wszystkie relacje
charakterystyczne dla liczb np. przemiennos¢ dodawania i mnozenia (dla ciekawych dodam,
ze Gauss wykazal réwniez ze plaszczyzna jest pelnym zbiorem liczb 1 nie mozna juz tego
zbioru poszerzy¢ na przestrzen 3-wymiarowa lub o wigkszej liczbie wymiardw ze wzgledu na

niezachowanie przemienno$ci mnozenia).

Jakby tego byto mato rownanie Eulera dla x = 71 przybiera postac:



Tak silnego zwiazku pomigdzy tymi trzema liczbami po lewej stronie nie spodziewatby si¢

zaden matematyk przed przystapieniem do rozpatrywania fenomenu +—1.
Zwiazek ten jest naprawdg niespodziewany biorac pod uwage pochodzenie tych liczb z

catkowicie odrebnych matematycznych zakatkéw:

€ - zagadnienia zwigzane z logarytmowaniem (pierwotnie w celu obliczania orbit planet)

I - zagadnienie rozwiazania ogolnego dla réwnan 3-go stopnia

71 - zagadnienie obwodu i pola kota

—1 -jednos¢ ujemna, ktorej tez na poczatku odmawiano prawa do matematycznego bytu, a

jednak...

Kiedy w matematyce dochodzi si¢ do takich wnioskow nie moze to by¢ przypadek.

I rzeczywiscie liczby zespolone a w konsekwencji funkcje zespolone zaczgly stopniowo
ujawnia¢ swoje fenomenalne wlasciwosci. Bez nich nie poznaliby$my tak intrygujacych
zagadnien jak np. uogdlnione twierdzenie Newtona-Leibniza, fraktal Mandelbrota czy
transformacja Laplace’a. Nic wigc dziwnego, ze to wilasnie funkcje zespolone skrywaja
tajemnic¢ zwiazana z liczbami pierwszymi. To zdanie otwiera nowy przedzial w naszych

rozwazaniach.

Liczba pierwsza to taka, ktora mozna podzieli¢ bez reszty wylacznie przez nia sama
lub przez jeden. Tak wigc 21 nie jest liczba pierwsza, bo dzieli si¢ przez 317, ale juz 317 sa
liczbami pierwszymi, poniewaz nie maja innych dzielnikow oprocz jedynki i siebie samych.
Mozna powiedzie¢, ze liczby pierwsze sa podstawowym budulcem dla liczb w ogdle,
numerycznym odpowiednikiem atomow. Tak jak czasteczkg¢ wody mozna rozbi¢ na dwa
atomy wodoru i jeden tlenu, tak tez liczby naturalne, np. 90, da si¢ rozbi¢ na elementarne
cegietki: 2, 3,315, poniewaz 2 x 3 x 3 x 5 =90. Doglebne zrozumienie liczb pierwszych

prowadzi do lepszego zrozumienia wszystkich liczb.

Jednym z pierwszych badaczy tych liczb byt Euklides, zyjacy ok. 300 lat p.n.e. w Aleksandrii.
Zauwazyt on, ze im wigksze wartosci na osi liczbowej, tym rzadziej wystgpuja liczby
pierwsze. Na przyktad, miedzy 10 a 20 sa cztery liczby pierwsze (11, 13, 17, 19), natomiast
migdzy 110 a 120 jest juz tylko jedna (113). Zastanawiat sig, czy w pewnym momencie liczby



te sig wyczerpuja, czy tez ciagna si¢ do nieskonczonos$ci. Euklides dokonat w koncu jednego
z najbardziej genialnych 1 doniostych odkry¢ w nauce: jako pierwszy udowodnil, ze liczb
pierwszych jest nieskonczenie wiele. Skoro jest ich tak duzo a ich definicja jest elementarnie
zrozumiala to automatycznie nasuwa si¢ pytanie o roéwnanie generujace kolejne liczby
pierwsze (podobnie jak réwnanie, ktoére generuje np. kolejne liczby parzyste lub nieparzyste).
Mechanizm bylby prosty — jesli byliby$my zainteresowani np. 789-ta liczba pierwsza z kolei
to podstawiamy do réwnania 789 a rownanie zwraca nam liczbg pierwsza. Tym zagadnieniem
zajmowano si¢ juz w starozytnosci za czasow Euklidesa, a jednak nie znaleziono nie tylko
konstruktywnego réwnania tego typu, ale nawet wzoru, ktéry generowalby wytacznie liczby

pierwsze, niekoniecznie wszystkie i tak pozostato do dzis!

Dobrze znane jest twierdzenie méwiace, ze jesli a 1 b sa wzglednie pierwsze, czyli jedynym
ich wspdlnym dzielnikiem jest jedynka, to w ciagu {an+b} istnieje nieskonczenie wiele liczb
pierwszych. Jest to twierdzenie Dirichleta; nic jednak nie mozna powiedzie¢ o tym, ktory
z wyrazow tego ciagu jest liczba pierwsza, a ktory nie. Sa ponadto wzory, ktore skrywaja
nieskonczenie wiele liczb pierwszych, chociaz wiadomo, ze opisuja one takze liczby zlozone
(czyli takie, ktére mozna roztozy¢ na liczby pierwsze). Liczby pierwsze $wietnie generuje

2" —1, gdzie n jest liczba pierwsza. Coz z tego skoro ciag liczb pierwszych uzyskanych w ten
sposob jest ,,dziurawy” tzn. pomigdzy dowolnymi dwiema liczbami ciagu moga znajdowac
si¢ liczby pierwsze ,,przegapione” przez ten wzor. Gdy natomiast skoncentrujemy uwage na
rozmieszczeniu liczb pierwszych, do$¢ szybko odniesiemy wrazenie, ze jest ono nadzwyczaj

przypadkowe.

Istotnie, mozna dostrzec zjawiska zaskakujace. Jedyna liczba pierwsza parzysta jest 2. Stad
wynika, ze oprocz pary 2 1 3, liczby pierwsze nie moga by¢ odlegte o mniej niz 2. Pary
odlegte o 2 wystgpuja na poczatku tablicy liczb pierwszych czgsto: 517, 11113, 171 19...
Takie liczby pierwsze nazwano blizniaczymi. Otdz liczby blizniacze pojawiaja sig¢ nawet
bardzo daleko! Kolejna dziwna rzecz - nie ma w tym zadnego porzadku! Zdarza si¢ nawet, ze
istniejq cate serie liczb pierwszych: p, p+2, p+6 1 p+8.

Takie sa na przyktad: 1871, 1873, 18771 1879.

Bywaja takze sytuacje catkiem odmienne - liczby pierwsze rozmieszczone sa rzadko, odstep
migdzy sasiadami jest duzy. Latwo mozna wskaza¢ ciag kolejnych liczb naturalnych

o zadanej z gory dlugosci, wsrod ktorych nie ma liczby pierwszej. Ciag tréjwyrazowy to na



przyktad: 8, 9, 10, czterowyrazowy - 24, 25, 26, 27. Dla zadanego z géry n taki ciag mozna

wskaza¢ nastepujaco:

(n+1)!-2, (n+1)!-3, ..., (n+1)!-(n+1).

Liczba n moze by¢ niewyobrazalnie wielka, na przyktad 10''° lub (101)'*"

. Wtedy wyrazy
tego ciagu sa jeszcze dalej, co wigcej, takich ciagdw jest nieskonczenie wiele. Na temat
samotnych liczb pierwszych uzyskano ciekawe rezultaty. Na przyktad okazuje sig, Ze istnieja
liczby pierwsze odlegle od innych tak bardzo, jak tylko chcemy! Formalnie - dla dowolnego k&
istnieje liczba pierwsza p o tej wlasnosci, ze w przedziale (p-k, ptk) jest ona jedyna liczba
pierwsza. W przypadku odleglosci 10 taka liczba moze by¢ na przyklad 211; poprzednia
liczba pierwsza to 199, nastgpna to 223. Twierdzenie nie podaje jednak sposobu na
znajdowanie takich liczb pierwszych, mowi jedynie o ich istnieniu. Najwigksze znane obecnie
dla konkretnych liczb odstgpy nie przekraczaja tysiaca. Ale wiadomo, Ze istnieja liczby
pierwsze takie, ze w promieniu na przyklad stu biliondw nie ma zadnej innej liczby pierwsze;j,
co wigceej, takich liczb jest nieskonczenie wiele (!), cho¢ moze nigdy nie dowiemy sig, jak
wyglada przynajmniej jedna znich. Z drugiej strony moze si¢ tez zdarzy¢, ze wsrdd stu
kolejnych liczb naturalnych odnajdziemy nawet dziesig¢ liczb pierwszych. Czy rzadza tym
jakie$ prawa? Ciekawe, ze odpowiedzi na te i inne, podobne, elementarne wrecz pytania nie
sa znane. Pewne czg$ciowe rozwiazania niektorych problemow sa nadspodziewanie zawile
1 wykorzystuja Zzaawansowane rezultaty z roznych dziatow matematyki.
Udowodniono wiele zadziwiajacych twierdzen opisujacych wiasnosci liczb pierwszych.
W miar¢ uplywu czasu coraz bardziej utwierdzano si¢ w przekonaniu, ze wich
rozmieszczeniu nie ma zadnej regularnosci. I oto nagle, pod koniec XVIII wieku, zostat

odkryty pewien zaskakujacy zwiazek.

Kluczem do sukcesu jest pytanie: ile liczb pierwszych znajduje si¢ pomigdzy zerem a x, gdzie
x moze byé dowolng liczba naturalng? Zeby podaé odpowiedZ na to pytanie zdefiniowano
funkcje 71(x) zliczajaca liczby pierwsze (71 jest tu uzyte jako nazwa funkcji). Ponizej podano

kilka wartos$ci tej funkcji dla pewnych x

T2)=1,
T (3)=2
T (p)=2



T (10)=4
T (100)=25

T (1000)=168

T (10000)=1229

T (1000000)= 78498

Dla lepszego zrozumienia: T¢(1000)=168 oznacza, ze pomigdzy zerem a tysiacem jest 168

liczb pierwszych.

Czy mozna tu dopatrzy¢ si¢ jakiejkolwiek regularnos$ci? Mimo to Carl Friedrich Gauss (w
wieku 14 lat!!!) 1 Adrien Marie Legendre zauwazyli niezaleznie, Ze istnieje zwiazek pomigdzy
funkcja TC(x) a... logarytmem naturalnym. Zwiazek ten jest nastgpujacy. Stosunek wartosci x
do jego logarytmu naturalnego przy wzrastajacym x jest coraz blizszy wartos$ci funkcji 71(x) .
W $cistym matematycznym sformutowaniu wyglada to nastgpujaco:

m(x)

lim — =1

Inx

.‘1.-_" Oy

A wiegc rozktad liczb pierwszych wsrdd liczb naturalnych cho¢ jest chaotyczny to jednak
podlega silnej prawidtowosci. To juz co§! Wazne jest by doda¢, ze podana rowno$¢ jest
asymptotyczna czyli dla kazdego skonczonego x mozemy z duzym przyblizeniem okresli¢

warto$¢ 71(x). Im wigksze x tym nasze przyblizenie staje si¢ blizsze prawdzie, ale doktadna

rownos$¢ osiagamy dopiero dla nieskonczenie duzego x. Konkludujac mozemy stwierdzi¢, ze
rozktad liczb pierwszych podlega prawom, ale doktadny rozktad tych liczb wsrdd liczb
naturalnych wymyka si¢ nam i mozemy go okresli¢ tylko z pewnym prawdopodobienstwem
(czy nie brzmi to podobnie do zasady nieoznaczono$ci Heisenberg’a z mechaniki kwantowe;
— czyzby nieoznaczono$¢ byta rowniez wpisana w taki absolut jakim sg liczby???).

Pojecie liczby jest w matematyce czyms$ pierwotnym. Od niej wszystko si¢ zaczglo. Zapewne
poczatkowo stuzyta do celéw praktycznych i byla $ci§le zwiazana ze Swiatem fizycznym. Za
jej pomoca mozna bylo policzy¢é np. ilo$¢ upolowanych mamutéw. Potem okazato sig, ze
liczbe mozna traktowac jako odregbny niefizyczny byt — np. jeszcze przed polowaniem mozna
byto obliczy¢ jak podzieli¢ upolowane mamuty migdzy cztonkow plemienia zakltadajac z

doswiadczenia jak obfite beda towy. W ten sposob liczba oderwata si¢ od ziemskiego padotu i



dala poczatek niestychanej ewolucji abstrakcji matematycznych. Od czaséw Newtona
obserwujemy jednak zjawisko odwrotne. Matematyka wraz z calym swoim aparatem
tryumfalnie powraca do opisu zjawisk otaczajacego nas $wiata 1 wszech$wiata. Znajduje
zastosowania we wszystkich dziedzinach ludzkiego rozwoju. Co ciekawe, nawet liczb

pierwszych nie ominat ten los.

., Zarowno Gauss jak i inni matematycy majq racje twierdzqc, zZe istnieje
tylko jedna dyscyplina -teoria liczb, ktora jest tak daleko od zwyczajnej

ludzkiej dziatalnosci, Ze pozostanie czysta i nieskazona.’

G. H. Hardy, 4 Mathematician’s Apology, 1940 .

Ten cytat zostal przekornie zamieszczony jako wstgp do kolejnego rozdziatu. Cytat
pochodzi z roku 1940 czyli z okresu kiedy obserwowany byl rozwoj technik
kryptograficznych zwiazanych z takim zaszyfrowaniem wiadomos$ci, aby przeciwnik nie

mogt jej odczytad.

Proces przestania zaszyfrowanej wiadomosci jest nastepujacy. Nadawca (N) w pewien tylko
sobie znany sposdb zamienia informacj¢ jawna na zakodowana. Nastgpnie informacja w
postaci zaszyfrowanej zostaje wystana do odbiorcy (O), ktory wie (i tylko on wie) jak ja
odkodowa¢. W momencie przesylania wiadomos$ci jest ona oczywiscie narazona na
przechwycenie przez osoby niepozadane (OP). Gdy takie przechwycenie nastapi mozna
rozpoczaé prace nad deszyfrowaniem waznej informacji. Zauwazmy, ze gdyby OP
przechwycit wiadomo$¢ od N wraz z informacja o sposobie jej kodowania miatby wszystkie

instrumenty potrzebne zeby odczyta¢ informacj¢ zaszyfrowana jako jawna.

Trudno$¢ pierwsza:

N musi jednak przekaza¢ O w jaki sposob zaszyfrowat wiadomos$¢, bo inaczej O nie bedzie
mial z niej zadnego uzytku. W rzeczywistosci wystarczy zdoby¢ informacj¢ o sposobie
szyfrowania (tzw. klucz szyfrujacy) i cala wymiana wiadomos$ci pomigdzy N a O bedzie dla

nas jako OP catkowicie jasna.

Trudno$¢ druga:
Innym sposobem jest przejecie zaszyfrowanej wiadomosci 1 ,,popracowanie” nad nia przy

uzyciu technik kryptograficznych. Zwykle po uptywie pewnego rozsadnego czasu taka



informacje daje si¢ odkodowac i tym samym poznajemy klucz szyfrujacy (tak na przyktad
rozszyfrowano Enigme w czasie drugiej wojny swiatowej). Jesli tylko N nie zdazyt w tym
czasie w jaki§ inny potajemny sposob przekaza¢é O nowego klucza szyfrujacego cel jest
osiagnigty. Dlatego skoro juz nadajemy zaszyfrowana informacj¢ to w taki sposob, aby jej

przejecie, nawet w takiej zakodowanej formie, byto jak najmniej prawdopodobne.

Sposoby szyfrowania informacji moga by¢ oczywiscie rozmaite od banalnych (zastap A
kolejna litera z alfabetu itd.) do bardzo wysublimowanych, ale wszystkie one wymagaja
utajnienia klucz szyfrujacego. Czy mozna tego uniknaé? Zdrowy rozsadek podpowiada, ze

nie. Po co szyfrowa¢ informacje, ktora kazdy bedzie mogt odkodowac i odczytac¢? A jednak...

Wspolczesna kryptografia opiera si¢ na ciekawej wiasciwosci liczb pierwszych: stosunkowo
tatwo jest je pomnozy¢ (7 x 13 = 91), ale znalez¢ odpowiedz na pytanie, jakie dwie liczby
pierwsze pomnozone przez siebie dadza konkretny wynik, jest o wiele trudniej (? x ? = 323,
sprobujcie sami). W przypadku bardzo duzych liczb to zadanie staje si¢ praktycznie

niemozliwe.

Przyktad:

Wyobrazmy sobie, ze mamy superszybki komputer, ktory jedno dzielenie dowolnie

duzych liczb wykonuje w trakcie jednego taktu zegara, a szybko$¢ procesora wynosi 10GHz=
10" Hz. Zatézmy, ponadto, Ze ma w pamigci wszystkie liczby pierwsze majace w zapisie do
33 cyfr. Jego zadanie polega na sprawdzeniu, czy dana liczba n (65-cyfrowa) jest liczba
pierwsza. Komputer dzieli dana liczbe przez wszystkie liczby pierwsze mniejsze od Jn (na
mocy sita Eratostenesa), czyli liczby pierwsze co najwyzej 33-cyfrowe (ktére ma juz w
pamieci !!!). Obliczajac przyblizona warto$é 71(x) dla x=10° otrzymujemy, ze takich liczb
jest okoto

1 OE 3 1033

= ~ 107!
In(1033) 76

Mamy wigc do wykonania okoto 10°' operacji. Biorac pod uwagg czestotliwo$é zegara
komputera otrzymujemy okoto 10*' sekund, co daje okoto 10" lat czyli jakie§ 700 razy

dtuzej niz szacowany wiek istniejacego wszechswiata !!!



Podany przyktad moéwi o sprawdzeniu czy dana liczba jest liczba pierwsza, ale zadanie
rozlozenia danej liczby ztozonej na iloczyn dwoch liczb pierwszych (np. 65-cyfrowych) jest
zadaniem, ktore réwniez wymaga podobnie dtugiego czasu.

Dzigki temu mozemy przesyla¢ zakodowane informacje w sposob jawny (!!), poniewaz ich
przejecie wiaze si¢ z konieczno$cia rozktadu pewnej liczby ztozonej na czynniki pierwsze.
Inaczej] méwiac mozemy wlozy¢ do koperty zaszyfrowany list a klucz szyfrujacy naklei¢
zamiast znaczka. Nastgpnie mozemy go wrgczy¢ dowolnemu kurierowi (nie musi by¢
zaufany) a adresat (ktory zna rozktad klucza na czynniki pierwsze) bez trudu odczyta

zakodowang wiadomos¢. Jak widzimy trudnos$¢ pierwsza 1 trudno$¢ druga znikaja.

W ten sposob dzi$ dzigki matematyce liczb pierwszych mozemy przesyla¢ dane o kartach
kredytowych przez internet. Rowniez dzigki liczbom pierwszym mozliwe jest kodowanie
emaili i ochrona ich zawarto$ci. A w skali globalnej, kody zbudowane z liczb pierwszych
stuza do szyfrowania rzadowych i wojskowych potaczen telefonicznych i pozwalaja na
zabezpieczenie si¢ przed podstuchem. Jak wspomniano wcze$niej mozna generowac (proces
ten nazywa si¢ faktoryzacja) liczby pierwsze, ale ogélne réwnania, ktére do tego stuza sa
»dziurawe”. Dlatego z wyzej wymienionych powodéw uzyskiwane obliczeniowo liczby
pierwsze pochodzace z ,,przegapionych” niszy sa ,z cala powaga tego stowa, Scisle tajne i
chronione identycznie jak kazda tajemnica militarna. Nie bez powodu Amerykanska Agencja
Bezpieczefstwa zatrudnia najwigcej matematykow na §wiecie.

Firma RSA, ktéra jest wiascicielem patentu kodowania opartego na liczbach pierwszych
podata do publicznej wiadomosci, ze transakcje dokonywane w oparciu o szyfr RSA sa tak
samo pewne jak to, ze nikomu nie uda si¢ (w rozsadnym czasie) rozlozy¢ podanej nizej liczby

na iloczyn dwdch czynnikéw pierwszych.

310741824049004372135075003588856793003734602284272754572016194882320644051808150
455634682967172328678243791627283803341547107310850191954852900733772482278352574
2386454014691736602477652346609

Gdyby komus si¢ to udato zapewne RSA zbankrutowalaby w ciagu jednego dnia, a kursy
akcji firm dokonujacych internetowych operacji bankowych siggnetyby dna.



Nie oznacza to, ze nie znamy liczb pierwszych o wigkszej liczbie cyfr niz podana tu, ale
liczby tego rozmiaru sa wystarczajace do efektywnego kodowania. Dla zaspokojenia
ciekawosci dodam, Ze najwigksza obecnie znang liczba pierwsza jest uzyskana w grudniu
2005 roku w projekcie cywilnym liczba, ktora ma w zapisie dziesigtnym 9.152.052 cyfry a

mimo to dzieli si¢ tylko przez 1 i przez sama siebie!!!

Nadszedt wreszcie czas, aby wroci¢ do tytutu tego opracowania czyli do funkcji dzeta

Riemanna 1 hipotezy z nig zwiazane;.

Nazwisko Riemanna pojawia si¢ w wielu dziedzinach matematyki, chociaz jego
dorobek naukowy miesci si¢ w niewielu opublikowanych pracach - dzisiaj zapewne mogiby
on mie¢ klopoty z uzyskaniem profesury z powodu matej liczby publikacji. Prace Riemanna
byly jednak rewolucyjne i do dzi$§ sa Zrodlem natchnienia dla matematykow i fizykow; z jego
nie zawsze sprecyzowanych pomystow rozwingtly si¢ cale teorie. Prywatnie Riemann byt
bardzo skromny 1nie$miaty, przez cale, niezbyt dtugie zycie (1826-1866) dane mu byto
boryka¢ si¢ z bieda i chorobami. Nie§miato§¢ w sposobie bycia nie przeszkodzita §miatosci

mysli, ktora data mu niesSmiertelnoscé.

W 1859 roku Riemann opublikowat liczaca zaledwie osiem stron prace dotyczaca znanej juz

nam funkcji 71(x). Na poczatku podat pewne nowatorskie (lepsze niz logarytm naturalny)
przyblizenie tej funkcji, ale tu juz koncza si¢ zarty - owa przyblizona funkcja o nazwie R(x)

ma postac:

R()=Lip) -3 L Li (/)
(=2

gdzie - jakby tego bylo malo funkcja Li(x) jest nieelementarng funkcja nazywana logarytmem

catkowym.

Lifg= [ &

Ta przerazajaca dla niespecjalisty zaleznos$¢ jest tylko probka srodkow wykorzystywanych

w teorii liczb. Nastgpnie w oparciu o pokazang wczes$niej funkcje R(x) Riemann



zaproponowat — i teraz UWAGA !!! - dokladng zalezno$¢ opisujaca funkcje 72(x), w ktorej
wykorzystywal podana przed chwila funkcj¢ R(x) oraz miejsca zerowe pewnej funkcji
zespolonej. Czytelnik zapewne domysla si¢ juz, ze ta funkcja zespolona to wlasnie funkcja

dzeta Riemanna.

David Hilbert, zaliczany do najwybitniejszych umystow przetomu XIX 1 XX wieku,
orientujacy si¢ w niemal calej wspotczesnej mu matematyce, powiedzial kiedy$ podczas
wyktadu:

., Gdybym w efekcie dotkniecia czarodziejskiej rozdzki zasnql i obudzit sie dopiero po 500
latach, to nie pytalbym o to, jakie byly przemiany dziejowe, polityczne, spoleczne, ale
spytatbym, co wiadomo w tych czasach o miejscach zerowych funkcji dzeta Riemanna, bo to

jest najwazniejsze zagadnienie w ogole”.

Tak si¢ sktada, ze duza ilo§¢ zjawisk, ktorymi jak si¢ wydaje rzadza ogromnie
skomplikowane mechanizmy daje si¢ w istocie opisa¢ matematycznymi zalezno$ciami w
prostej formie. Przyktadem niech bgdzie opis rozchodzenia si¢ pola elektromagnetycznego.
Zjawisko to mozna uja¢ w uktad dwéch wektorowych rownan rézniczkowych, ktérych forma
jest tak prosta, ze wlasciwie prostszych réwnan nie da si¢ wymysli¢. Natura jest prosta —
mozna tak powiedzie¢. I dlatego wiasnie funkcja dzeta Riemanna jest tak intrygujaca zarowno
dla matematykow 1 fizykow (okazuje sig, z grubsza mowiac, ze ze statystycznego punktu
widzenia rozklad kilku milionéw znanych ciekawych miejsc zerowych funkcji dzeta jest
wiasciwie taki sam, jak pewne rozktady prawdopodobienstwa, badane z zupelnie innych
przyczyn w mechanice kwantowej uktadéw bardzo wielu czastek elementarnych).

Funkcja dzeta posiada wlasnie ten atrybut — prostot¢ formy. Posta¢ funkcji podana na
poczatku artykutu moze budzi¢ wprost przeciwne skojarzenia ale to samo wyrazenie zapisane
w innej formie nie powinno stanowi¢ wigkszego problemu dla kogo$ kto dotart do tego

miejsca 1 nie odlozyt tego opracowania na potke.

Jest to po prostu suma z-tych poteg odwrotnosci wszystkich liczb naturalnych, gdzie z jest

oczywiScie argumentem funkcji pochodzacym z catej plaszczyzny liczb. Funkcja dzeta ma



faktycznie prosta forme, charakterystyczna dla prawidel rzadzacych natura, ale jej wtasnosci

nie sa juz takie proste. Chcialoby si¢ powiedzie¢ — prostota formy nie oznacza prostoty tresci.

Funkcja dzeta byta znana matematykom dtugo przed sformutowaniem hipotezy Riemanna i
wykryciem jej zwiazkéw z liczbami pierwszymi, ale byta wtedy rozpatrywana jako funkcja

rzeczywista zmiennej rzeczywistej:

gdzie x jest zmienna funkcji przyjmujaca wartosci z przedziatu liczb rzeczywistych (czyli z
rzeczywistej osi liczbowej a nie z catej plaszczyzny). Rzecz jasna warto§ciami funkcji dla
konkretnych x byty rdwniez liczby rzeczywiste a nie zespolone. Juz wtedy dzeta nastreczata
sporo trudnos$ci przy probach obliczania jej wartosci. Wartosci w punktach 2, 4, 6, 8, 10, 12

itd. umiano oblicza¢ juz w XVIII w. Na przykltad wartos¢ {(2), czyli suma kwadratow

odwrotno$ci wszystkich liczb naturalnych, jest rowna o

Zupehie inaczej wyglada sprawa wartosci {(x)dla argumentéw nieparzystych. Wiadomo o
nich bardzo niewiele (do niedawna wtasciwsze bytoby stwierdzenie: nie wiadomo o nich
prawie nic). Wszelkie metody stosowane do obliczania wartosci {(2),{(4),{(6), itd.
zawodza na catej linii. W 1979 r. francuski matematyk Apéry wykazal, ze {(3)jest liczba
niewymierna. Zrobit to w sposdb pomystowy, niebywale zreczny i zasadniczo catkowicie
niezrozumiaty: przesledzenie kolejnych krokéw dowodu nie pozwala zrozumie¢ co trzeba
byloby w nim zmieni¢, zeby moc zastosowa¢ go do uzyskania jakichkolwiek informacji o
wartosciach {(5),{(7),{(9) ... Do niedawna twierdzenie Apéry'ego byto wiasciwie jedyna

informacja na temat wartosci dzety w punktach nieparzystych.



Wiosna tego roku inny francuski matematyk, T. Rivoal , udowodnit, ze wsréd wartosci
{(5),{(7),{(9),{(11)..itd. jest nieskonczenie wiele liczb niewymiernych. Jego dowdd nie
pozwala jednak wyliczy¢ zadnej z tych liczb. Prawdziwa swoja potege funkcja dzeta objawia
jednak dopiero przy potraktowaniu jej jako funkcji zespolonej. Jak pokazat Riemann — w tej
postaci jej miejsca zerowe skrywaja odpowiedz na temat rozmieszczenia liczb pierwszych
wsrdd liczb naturalnych. Od tej pory badanie miejsc zerowych funkcji dzeta stato sie
kamieniem filozoficznym matematyki. Miejsca zerowe, czyli takie dla ktorych {(z) =0,
stosunkowo tatwo odnalez¢ wérdd parzystych liczb ujemnych. Sa to tzw. trywialnie miejsca
zerowe uzyskiwane dla z=-2 , -4 , -6 itd. Jednak dzeta Riemanna jest funkcja zespolona wigc
moze zerowac si¢ rowniez dla z nie nalezacych do liczb rzeczywistych. I te wlasnie miejsca

zerowe sa ujete w hipotez¢ Riemanna. Hipoteza mowi, ze sa one polozone na jednej prostej

Re(z) = % (patrz rysunek ponizej), ktdra nazywana jest prosta krytyczna. Czyli innymi stowy

zerowanie nastgpuje tylko dla takich liczb zespolonych, ktore sa suma % oraz pewnych liczb

urojonych. Odkrycia w matematyce sa rzeczywiscie zaskakujace — oto okazuje sig, ze
odpowiedZ na temat rozmieszczenia liczb pierwszych nalezy szuka¢ (o ironio!!!) wsrod tak

niechcianych liczb urojonych.
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Hipoteza Riemanna czeka juz 150 lat na udowodnienie. Jak na razie nikomu si¢ to nie udato

chociaz udowodniono kilka innych twierdzen zwigzanych z miejscami zerowymi {(z).

Mianowicie wiemy z cala pewnoS$cia, ze wszystkie miejsca zerowe sa potozone w pasie
pomigdzy osia liczb urojonych a prosta Re(z) =1 oznaczonag na rysunku linig przerywana.

Wiemy réwniez, ze na prostej krytycznej jest nieskonczenie wiele miejsc zerowych (ale nie
wiemy czy wszystkie). Ponadto udowodniono, ze co najmniej 35 czyli 40% miejsc zerowych

lezy na prostej krytycznej. To jednak za mato zeby stwierdzi¢, ze hipoteza Riemanna jest
prawdziwa. Gdyby si¢ tak okazalo moze wreszcie poznalibySmy tajemnice liczb, ktore
rzekomo sami sobie wymysliliSmy. To odkrycie bgdzie miato zapewne bezposredni wptyw na
postep w mechanice kwantowej zajmujacej si¢ podstawowymi ,,cegietkami” wszech§wiata.
Algorytmy rozktadu liczb ztozonych na liczby pierwsze, ktore teraz nazywane sa
probabilistycznymi (bo daja odpowiedz mowiaca jak dalece prawdopodobne jest, ze dwie
wyliczone za ich pomoca liczby daja w efekcie rozpatrywana liczbg ztozona) przesztyby od
wynikow prawdopodobnych do stu procentowo pewnych, a to miatoby ze wzgledoéw
kryptograficznych bezposredni wpltyw na globalna ekonomi¢ 1 szeroko pojgte

bezpieczenstwo.

Czy kiedykolwiek dowiemy si¢ czy Riemann miat racjg stawiajac swoja hipotezg?
W tej kwestii zdania sa podzielone. Z jednej strony uwaza si¢, ze jezeli hipoteza Riemanna
jest prawdziwa to zostanie kiedy$ udowodniona podobnie jak wielkie twierdzenia Fermata,
ktore na dowod czekato kilkaset lat. Z drugiej strony nie brakuje opinii, Ze hipoteza Riemanna
moze by¢ przyktadem twierdzenia, ktore mimo ze jest prawdziwe (w sensie absolutnym) to
nie bedzie go mozna nigdy udowodni¢. Dla poparcia takiej tezy przywolywane jest
twierdzenie Godla (koncepcyjnie oparte na liczbach pierwszych) , ktére méwi o istnieniu
twierdzen dla ktoérych nie mozna przeprowadzi¢ dowodu rozstrzygajacego o ich prawdziwosci
lub fatszu — dla niewtajemniczonego czytelnika moze si¢ do wydawaé zaskakujace i
rzeczywiscie swojego czasu twierdzenie Godla zatrzgsto fundamentami matematyki do tego
stopnia, ze niektérzy woleli nie rozumie¢ tego twierdzenia, badz udawaé ze go nie
rozumiejaca lub tez zachowywali sig tak jakby twierdzenie zawierato bledy, ktore na pewno
kto§ odnajdzie, a wigc mozna je zignorowaé. Na tym gruncie, w odniesieniu do liczb
pierwszych, wyrosly cate koncepcje filozoficzne. Mowia one, ze liczby pierwsze sa swoistym
bozym ,,odciskiem palca” odcisnigtym u podstaw stworzenia. Jasnym sygnatem dla

wszystkich istot rozumnych we wszech§wiecie. Sygnalem zawierajacym przestanie o



barierach, ktérych nasz rozum nie moze przekroczy¢. Kto wie, moze rzeczywiscie nigdy nie
poznamy tajemnicy rozmieszczenia liczb pierwszych chociaz wiemy ze jest ono S$cisle
zdeterminowane (takiego zdania byl migdzy innymi Euler) i na zawsze bgdziemy musieli
postugiwaé si¢ jedynie prawdopodobienstwami. A by¢ moze kto§ dowiedzie prawdziwosci
hipotezy Riemanna lub tez poznamy dowdd o niemozliwosci dowiedzenia tej hipotezy. Poki

co mozemy tylko czekac co pokaze czas...



